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数値積分の漸近展開による
Euler-Maclaurin総和公式の簡単な別証明
Another simpler proof of Euler-Maclaurin 







The Euler-Maclaurin summation formula plays an important role when we yield 
the corr巴ctionformulas of numerical int巴grationsor when we make the Romberg 
integration list. 
But the proof of the above summation formula， given by using the properties of 
Bernoulli polynomial， is fairly complicated. 
In this paper，五stwe ob同insome asymptotic expansions of numerical in七egration
formulas by七heterms of the mesuration by parts of higher order d巴rivatives.
As an application， we derive so-called end司pointcorrection formulas of mesura閏
tion by partsぅmid-pointrule， trapezoid rule and Simpsonうsrule independently from 
the Euler-Maclaurin summation formula 
Finally， we shall give an annother simpler and fundamental proof of the Euler-



















関数 f(x)は区間 [α，bJで連続であるとする。 [α，bJを η 等分して，その分点を
Xi =α+ i(b-α)jη(i=0，1，・・3η)，分割巾を h立 (b-α)jηとしたとき
R(f) = f(xo)h + f(X1)九十・・+f(Xn-1)h =玄f(均一l)h
i=l 
Tト ~[{f附
X1+X2" "，Xn-l+Xn，，';:' 司ー L




さらに [α，bJを2n等分して，分点を Xi=α+ i(bー α)j(2n)(i= 0，1，・・，2η)，分割巾
をh= (b-α)j(2n)としたとき
と置く。




数値積分の漸近展開と Euler-Maclaurin総和公式 3 
定理1. f E Ckに対し，次の等式が成り立つ。
rb _， ， . h _ ， ." h2 _ ， _'" hk-1 
(1)町)= Lf(x)dx = R(1)サ R(1')+子(1")+ '"+τR(1(k-l)) + O(日)
h _， _" h2 _， _'" hk-1 
(2) T(1) = R(1) + 1'，""R(1') + ~~nR(1") 十・・・+一一一~R(1(ト1)) + O(日)1!2-0¥J / ' 2!2-"¥J /. • (k -1)!2 
h _， _" h2 _， ."， hk-1 
(3) M(1) = R(1)十-R(ff)+--R(ff)十・+ -IR(f(k-1))+O(計)112-"¥J / . 2!22-"¥J /. . (k -1)!2k 
h _ ， _"， h2 _ ， ..， hk-1 ( 1 1 i _ ，.t 、
(4) S(1) = R(1) 十~~R(1") + .~， R(1") 十・+一一一一~ ~ +一τ凶(1(k-1))+ O(日)2!-"¥J / • 31 -"¥J /. . 3(k -1)! l2 . 2k-2 J 

























1. n 1.2 n 
=Zf(zz l)れ+長Zff(町一l)h+示Zff(zz1)h
1.k-1 n 
+ +:try-l)(山一l)h+ O(hk) 
h h2 hkーl
二 R(1)+ド(1')+ド(1")+. .+ ~R(1(k-1)) + O(日)
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小区間[均一1，XiJでの台形公式をを Ti= Ti(f)とすると， Taylorの定理より
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+工)(k一恥)+附)~ いり!J \-"-LI'~\'.IJ 
~2 ):.3 
= hf(均一1)+ι1'(町一1)+ι1"(Xi-1)よ!2"¥ ，-.， • 2!2 
):.k 
+・・・+ー」L-f(kーリ(均一1)+ O(hk+1) (k -1)!2 
よりT(f) = I:f=l Ti(f) ここで
h2 :.. _" h3 ~ 
T(f)=zf(均一1)h+ ~~2 E 1'(Xi-1)十EEfk
):.k 
+ + tI頂)!声1百2活古zPFγf〆戸什炉(伊併仰kトM川一→1
):. n ):.2 
=Zf(山一1)九十台Eff(zt-1)h+台芸1"(均一l)h
~k-l n 
+・・ +~ι1\1()I:f(kーリ(町一l)h+ O(hk) (k -1)!2同
h2 _， _." hk-1 
= R(f) + ;:"R(f') + ~:"R(f") + ・・・+一一一~R(f(k-1))+ O(日)1!2~V\J I ' 2!2~V\J l' '(k -1)!2 
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(3).小区間[町一1，xilでの中点公式を M包=Mi(f)とすると， Taylorの定理より
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が成り立つ。
1(f) = I:i=l Mi(f)だから，上で得られた式の全匿聞にわたる和をとれば， (3)が得ら
れる。
(4). T(f)， M(f)および S(f)の聞で成り立つ関係式
? ? ??
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一二十一二十 C:.1= -:7 3! ' 2!，-" 4! 
Cl 1 言+C2=百?I Cl = 2! ' 
Cl Cっ C"_l 1 
一二十一一二一一十・..+-.:ふー ニ +Ck=一一一一-k! ' (k -1)!' '2! 応 (k+ 1)! 
により順次定まる定数である。
十分滑らかな関数 j(x)に対し，定理 1の (1)より
h _ ， ... h2 _ ， .." h3 




h _ ， ..， h2 _ ， ..." h3 
1(1')二R(1')+会R(1")+百R(1I1)+五R(1仏))+ 
従って， (*)から 1(1')の会倍を引いて hR(1')の項を消去すると
数値積分の漸近展開と Euler-恥claurin総和会式
(* ) 
h_，." h2_，.，，， h3_，."" h4_，.IA¥， h5 
1(1) = R(1) + :;1(1')一一R(1")-:AR(1"') -~""R(1 (4)) 一::"R(1(5))ー・2-¥J / 12--¥J / 24--¥J / 80--¥J 360 
(*)において fの代わりにf"を代入すると
h2 _ ， .IA¥， h3 _ ， .<¥， h4 
1(1") = R(1") +ヲTR(1'つ+-R(f(4))+-R(f5))+可R(1(6))+・3!--¥J /. 41 
ここで(刈に上の 1(f")の詰倍を加えると 3 がおよびがの項が消去されて次の式が
得られる。
h_，，， h2.，...， h4 _，.IA¥， h5 
1(f) = R(f) + i1(f')一一1(f")+ ~~f) R(f (4)) + 1'A"Af)R(f(め)十2-¥J / l2-¥J / 720 ¥J 1440 
この方法を繰り返すと，求める区分求積f去の端点公式が得られる。
証明の最後に，係数に関する漸化式を導く。
1(f) = R(f) + c1h1(f')十c2h21(f")+ c3h31(f"') +・
二 R町州げω)+ c臼1巾ペ巾巾九ベ巾巾(作{R町f)+ ;ドR刷(川+ 5トR町(門f
吋 2オヤ(ド付R刷町附(げゲ川f"つfう)+ ;か伊R町(げ(f'"川引"
吋
=R町州(げωf刀)+ Clげψ柑判J九凶刷~R刷(f'ワ)+ ( 3 + 引R(f") 
+(3+3十引R(f"')十
一方，定理1の (1)より
h _ . ." h2 _ ， ..， h3 
1(f) = R(f) +長R(f')+ '~， R(fつ+寸R(f'つ+・3! 吐:
だから 2式の係数を比較すると? 求める漸化式が得られる。
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定理2および定理1の (2)，(3)および (4)より，台形法，中点法および Simpson法の
端点補正公式が得られる。すなわち
系. 十分滑らかな関数f(x)に対し，次の端点補正公式が成り立つ。
九2( _，，_， _"， 1 h4 ( ..... .. . ) 
1(1) = T(1) + ~."げ(b) -f'(α) ~一一~fll(b) -1"'(αn+・.• l J¥' / J ¥ "/ J 720 l J ¥ -/ " ¥ -/J 
1(1) = M(1)一互いb)-1'(α)} +品川)-fll (α)} + 
1(1) = S(1) + 2~;0 {1'"(b)一1'"(α)} + 
証明 定理2の区分求積法の端点補正公式によると
九九2"._.. h2 
R(1) = 1(1)一一1(1')+ :"，1(1") -~~rJ(1 (4)) +・.2¥J / . 12-¥J / 720 
一方定理lの(2)より
h2 _， _"， h3 







1(1) = T(1)十 :.，1(1")-~:rJ(1 (4)) + 12-¥J / 720 
中点法および Simpson法の端点公式も，区分求積法の端点公式と定理1から，台形法
の端点補正公式と同様に導かれる。





定理 3 関数f(x)は必要なだけ滑らかであるとする。 区間 [α，b]を η 等分し，そ
の分点を Xi=α+i(b -α)/n (i = 0， 1， .， n)，分割巾を h= (b-α)/η とすれば，次の
総和公式が成り立つ。
会f州 =lb f山+~{f(b)+f(α)} + ~~ {f' (b) -f' (α)}一部1'"(b) -1'" (α)} + 
ここで，
_hk{f(k-1)(b) _ jlk一川=川f伏叩
の係数 Ck(k = 2う3うい・， )は漸化式
1 Cl 1 Cl Cっ 1
1=一司一二+C2=一司一二+ニ十 C3= 2! ' 2! ，-'" 3!) 3! ' 2!




ニ 1(f)ーか(b) 的)}+ ~~ {f'(b) -f'(α)} 
かー'(b)一川十品(戸5J(b)一内)}十
この式の両辺に f(収Xnρ)= f(例b的)を加えたものがまさに Eu叫1e1
る。 係数の漸化式は，すでに定理2で得られている。
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